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Plaszczyzna fazowa, trajektorie fazowe i punkty rownowagi systemow dynamicznych

1. Wyznacz wspotczynniki a,; 1 a,, macierzy stanu A = [0 1; a,; a,,] liniowego systemu

drugiego rzedu, dla ktorych warto$ci wlasne tej macierzy beda rowne p; i p,.

2. Przeanalizuj Skrypt31. Kreéli on trajektorie fazowe dla systemu opisanego macierza
stanu z pkt. 1, z uwzglednieniem sze$ciu réznych par wartosci p; 1 p,, odpowiadajacych
roznym rodzajom punktow réwnowagi. Dla kazdego z przypadkow rysowana jest rodzina
trajektorii  wychodzacych z réznych punkéw poczatkowych, co pozwala na
zaobserwowanie ich ogdlnego przebiegu w otoczeniu punktu réwnowagi. Ten sposob

kreslenia trajektorii fazowych bedzie uzywany takze w kolejnych punktach ¢wiczenia.
3. Uruchom skrypt31 i zbadaj uzyskane wyniki:

a) Czy x =(0,0) jest zawsze jedynym mozliwym punktem rownowagi rozwazanego

systemu w przypadku, gdy a,; # 0 ?, uzasadnij odpowiedz.

b) Wyjasnij ogbélny sposob okreslania kierunku przebiegu trajektorii fazowych dla
modeli, dla ktéorych x; = x,. Wskaz kierunki trajektorii fazowych na wszystkich

uzyskanych wykresach.

€) Rozpoznaj i nazwij typy punktow rownowagi widocznych na wykresach. Podziel je
na (asymptotycznie) stabilne i niestabilne. Uzupelnij tymi informacjami opisy

wykreséw zawarte w zmiennej titles.

4. Rozwaz model wahadla thumionego opisanego rownaniem ¢ + 28w, @ + w,? sing = 0.
Zapisz jego roOwnania stanu, przyjmujac x; = @, X, = ¢. Wyznacz stany roOwnowagi

rozwazanego systemu i ich typy:

a) Przedstaw ogolna metode wyznaczania punktow réwnowagi uktadu na podstawie

rownan stanu. Czy w tej metodzie istotna jest liniowo$¢ modelu i dlaczego?

b) Przedstaw ogdlng metode okreslania typu stanu rownowagi. Czy wymaga ona modelu

liniowego i dlaczego? Jak nalezy postepowac, gdy dany jest model nieliniowy?

c) Stosujac omowione metody, oblicz potozenia i okresl typy punktéw roéwnowagi.

d) Czy uzyskane potozenia punktéw roéwnowagi zalezg od wartosci parametroéw modelu
& 1 wy,?, dlaczego? Skonfrontuj wniosek z oczekiwanym zachowaniem rzeczywistego
wahadla. Czym w praktyce s3 poszczegolne punkty rownowagi, dlaczego sa one
rowno oddalone na osi X;, dlaczego maja naprzemiennie dwa typy 1 dlaczego jest ich

nieskonczenie wiele?

e) Podaj warunek wystarczajacy na to, aby wszystkie punkty réwnowagi systemu

drugiego rzedu lezaty na osi X; ptaszczyzny fazowej 1 udowodnij jego poprawnosc.

5. Przeanalizuj Skrypt32, ktory kresli trajektorie fazowe dla rozwazanego modelu
wahadta. Wyjasnij potrzebg i sposéb wykorzystania funkcji ode45. Uruchom skrypt
I zweryfikuj przebieg trajektorii fazowych, w szczegdlnosci zgodnos¢ potozen punktow
roéwnowagi z wczesniejszymi obliczeniami. SprawdZ przebieg trajektorii dla réznych

warto$ci parametrow i ocen, czy wptyw parametréw jest zgodny z oczekiwaniami.

6. Okresl potozenia i typy punktow rownowagi systemu nieliniowego opisanego rownaniami
stanu &, = x;2 +x,2 — 4, %, = x,2 —x,2 + 2x,. Zastosuj metody wykorzystane
W poprzednich punktach. Wykonaj dziatania bez uzycia komputera lub ograniczajac je do

elementarnych obliczen numerycznych.



10.

11.

Przeanalizuj Skrypt33, ktory rysuje trajektorie fazowe i oznacza stany rownowagi dla

systemu opisanego w poprzednim punkcie:

a) Zauwaz, ze caly proces wyznaczania polozen i typow stanow rownowagi mozna
z duzym poziomem og6lnosci przetozy¢ na algorytm taczacy obliczenia symboliczne
1 numeryczne. Wyjasnij, jak zostato to wykonane w przypadku rozwazanego skryptu
(niezbgdny jest Symbolic Math Toolbox).

b) Skrypt generuje dwa wykresy. Na pierwszym rysowana jest rodzina trajektorii
fazowych dla roéznych warunkow poczatkowych, podobnie jak w poprzednich
przyktadach. Drugi wykres prezentuje ten sam portret fazowy, lecz otrzymany
z pomocg funkcji quiver. Jakie sg roznice tych dwoch sposobow prezentacji? Jakie
cechy trajektorii sg (lepiej) ukazywane w kazdym z przypadkow? Dlaczego wykres
wygenerowany przy uzyciu funkcji quiver moze by¢ szczegoOlnie przydatny
w przypadku modeli, ktorych pierwsze rownanie stanu nie ma postaci x; = x, ?

€) Sprawdz, czy przebieg wykre$lonych trajektorii fazowych potwierdza obliczenia
dotyczace potozen i typéw punktéw réwnowagi.

Przygotuj skrypt, ktory wykresli rodzing trajektorii w przestrzeni stanu dla uktadu

liniowego drugiego rzedu, gdzie x; = x, oraz x; bedzie odpowiedzig transmitancji

Ga(s) = k/s? lub G,(s) = k/(s(Ts + 1)) na skok sterowania 0 amplitudzie U:

a) Sprawdz uzyskiwane trajektoric dla roéznych warto$ci parametrow U, k, T,
W szczegdlnosci réwniez dla réznych znakow U. Okresl kierunki przebiegu trajektorii.

b) Zauwaz, ze w przypadku transmitancji G,(s), warto$¢ x,* = Uk wiaze si¢ ze
szczegblng cechg przebiegu trajektorii wzgledem osi X,. Na czym ona polega?
Zaobserwuj charakterystyczne ksztalty trajektorii zaleznie od znaku sterowania U oraz
relacji pomiedzy x,* 1 warto$ciag poczatkowa zmiennej Xx,. Opanuj odreczne
szkicowanie trajektorii uwzgledniajace jej cechy charakterystyczne, bez pomocy
komputera.

c) Wyjasénij, jakie rzeczywiste urzadzenia automatyki i charakteryzujace ich dziatanie
sygnaly reprezentuja rozwazane modele. Czy wyniki symulacji sa zgodne
z praktycznie obserwowanymi wiasno$ciami tych urzadzen?

Wyprowadz analitycznie roéwnanie trajektorii fazowej dla transmitancji G, (s),
przechodzacej przez punkt x, = (x19, X29), przy pozostatych zalozeniach jak w pkt. 8.
Réwnanie powinno mie¢ posta¢ x; = f(x,). Sprawdz, czy wlasnos$ci analityczne rownania
w zakresie wptywu parametru k i znaku U sa zgodne z zaobserwowanymi wczeSniej
wynikami symulacji. Sprawdz zgodno$¢ modelu analitycznego i symulacyjnego przez
nalozenie dwoch odpowiadajacych sobie trajektorii na wspdlny wykres.

Wyjasnij, w jaki sposob ulegnie zmianie ksztalt trajektorii fazowej dotyczacej modelu
G,(s) po narzuceniu ograniczenia |x,| < x,"™ = const. Co w praktyce oznacza takie
ograniczenie, czy jest ono realistyczne w przypadku urzadzen automatyki? Opanuj
odreczne szkicowanie rozwazanej trajektorii wraz z uwzglednieniem ograniczenia
warto$ci zmiennej Stanu x,.

Analityczny opis trajektorii fazowej opartej na odpowiedzi skokowej transmitancji G (s),
przechodzacej przez punkt x, = (x4, X20), ma posta¢ rownania

x2 - Uk
xlleo_T (xz_xzo)‘l'Uklnm

Sprawdz zgodno$¢ modelu analitycznego 1 symulacyjnego przez natozenie dwoéch
odpowiadajacych sobie trajektorii na wspolny wykres.



